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We study the Picard group of the ring B of integer-valued polynomials over a 
noetherian one dimensional domain A with finite residue fields. This problem can 
be reduced to the case of a local ring A; let m be the maximal ideal and A* the 
m-adic completion of A. There is a natural injective homomorphism from Pic(B) to 
the class group ~(A, : (A  ))/:(A ) of locally constant functions from A to the group 
.~(A) of principal fractional ideals of A. This homomorphism is an isomorphism if 
and only if the spectrum of B/mB is homeomorphic with A* and that is equivalent 
to the integrity of A*. D 1992 Academic Press, Inc. 
I, INTRODUCTION 
1.1. Notations. Soit A un anneau int~gre de corps des fractions K. 
Notons B = lnt(A) = {f(X) e K[X] I f (a)  E A pour tout a 9 A } ranneau des 
polyn6mes h valeurs entikres ur A. 
Lorsque A est un anneau de Dedekind fi corps rrsiduels finis, Best  un 
anneau de Priifer [4], dont nous avons drcrit les idraux de type fini [6-I. 
Cette 6tude du groupe de Picard de B c'est ~ dire du groupe des classes 
d'idraux fractionnaires inversibles de B avait 6t6 entreprise par Cahen [ I ], 
elle est reprise ensuite par Gilmer, Heinzer, Lantz et Smith [10]. 
Ces derniers montrent en particulier que, lorsque A est drnombrable, 
Pic(B) est un groupe abrlien libre et, lorsque A est un anneau de valuation 
discr&e, Pic(B) est isomorphe au quotient rC(A, Z)/Z du groupe des fonc- 
tions continues de A dans Z par le sous-groupe des fonctions constantes. 
Ici, nous nous pla~ons dans un cadre plus grnrral, essentiellement celui 
des anneaux A noethrriens de dimension 1 et donnons encore une descrip- 
tion assez prrcise du groupe de Picard de B. 
1.2. Notations. Pour tout anneau int~gre R de corps des fractions F, 
nous noterons J (R )  le monoYde des idraux fractionnaires non nuls de type 
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fini de R; ,,r le sous-mono'/de de J (R )  des id6aux fractionnaires inver- 
sibles de R; ~(R)  le sous-groupe de J (R )  form6 des id6aux fractionnaires 
principaux, isomorphe au groupe de divisibilit6 (F\{o})/U(R) de l'anneau 
R; J(R)/~(R) le mono'ide quotient de J (R )  par la relation: I et J dans 
J(R) sont 6quivalents i et seulement s'ii existe st dans F\{o} tel que 
I=  ctJ; P ic(R)= J(R)/~(R) le groupe de Picard de R, groupe des classes 
d'id6aux fractionnaires inversibles. 
Le paragraphe 2 ram6ne l'6tude au cas local (th6or6me 2.5). Ceile-ci est 
effect.u6e aux paragraphes 3 et 4: il existe' un homomorphisme injectif de 
Pic(/3) dans le groupe ~(A, ~(A))/~(A) des classes de fonctions uniform6- 
ment continues de A muni de la topologie nt-adique dans .9(A) muni de 
la topologie discr6te (th6or6me3.12) et cet homomorphisme st un 
isomorphisme si et seulement si le spectre de Best  hom6omorphe au 
compl~t6 A* de A, ce qui 6quivaut fi l'int6grit6 de A* (th~or~me4.1). Au
paragraphe 5, ces r6sultats ont globalis6s (th6or6mes 5.7 et 5.15). 
Pour 6tudier les id6aux de B en fonction de ceux de A, nous allons 
utiliser ia correspondance qui ~ tout id6al I de B associe ses id6aux de 
valeurs. 
1.3. Notation. Pour tout id6al entier 1 de Bet  tout 616ment a de A, 
notons l (a )= {f(a)lf(X)el} l'id6al des 'valeurs de I en a. 
Afin que les id6aux I(a) soicnt toujours distincts de l'id6al (o) on utilisera 
la notion d'id6al unitaire et on introduira les sous-mono'ides techniques 
correspondants. 
1.4. DEFINITION (McQuillan [11]). On dit qu'un id6al I de B est 
Imitaire s'il est entier et contient des 616ments non nuls de A. 
1.5. Notations. Soient J,,(B) le sous-mono'ide de J (B )  form6 des id6aux 
de B de type fini et unitaires; J,,(A) le sous-monofde de J(A) form6 des 
id6aux de A entiers et non nuls; Ju(B)=J(B)c~J,(B) le sous-mono'/de  
,,r form6 des id6aux de B inversibles et unitaires; ~,(A )= ~(A)c~ J,(A) 
le sous-mono'ide de ~(A) form6 des id6aux principaux et entiers de A. 
2. LA SUITE EXACTE 
Nous allons consid6rer les monoYdes quotients J~(B)/~(A) et 
J,(B)/~(A), off la relation d'6quivalence entre les id6aux I et J de B s'6crit 
I=  ctJ off'or appartient fi K\{o}. Ceux-ci nous seront techniquement u iles 
par l'interm6diaire des deux isomorphismes suivants: 
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2.1. PROPOSITION. L'hzchtsion naturelle J , (B)c J(B) htduit par passage 
aux quotients un isomorphisme de mono~des: 
~r B)/~( A ) _~ ~ ( B )/~( B). 
D6monstration. L'homomorphisme naturel: 
.~,,(B) ~ J(B)/~(B) 
est surjectif. En effet, soit I quelconque clans J (B) .  Soit r(X) clans 
K(X)\{o} tel que r(X)I soit contenu dans K[X]. A'lors r(X)IK[X] est un 
ideal de K[X], donc de la forme q(X)K[X]. Par suite, r(X)I]q(X)=J est 
un ideal fractionnaire de B de type fini contenu dans K[X]. Soit d dans 
A\{o} tel que dJ soit contenu dans A[X], donc dans B. Alors lo=dJ est 
un ideal entier de B tel que lonA :r (o). Comme lo=dr(X)l]q(X), Io et I 
sont dans la marne classe modulo ~(B). 
D'autre part, par d~finition, deux id~aux I et J de J,(B) ont mame image 
par cet homomorphisme si et seulement si I=  r(X)J off r(X) appartient ",i 
K(X)\{o}. Soient p(X) et q(X) dans K[X] tels que q(X)/p(X)=r(X), 
alors p(X)I= q(X)J est inclus dans K[X] et, eomme Ie t  J sont unitaires: 
p( X) K[ X] = p( X) IK[ X] = q( X) JK[ X ] ,= q( X) K[ X]. 
Donc q(X)=c~p(X) ofa ~ appartient ~ K\{o}, l=~J et Ie t  J sont dans 
Ia m~me classe modulo ~(A). 
2.2. PROPOSITION. L'inchtsion aturelle J~(B)c J (B) hzcluit par passage 
attx qttotients un isomorphisme de groupes: 
J,( B )/~'( A ) _~ Pic(B). 
En effet, si l'on restreint l'homomorphisme naturel de la proposition 
pr6c6dente aux id6aux inversibles, I'image du sous-mono'ide J , (B)  de J,(B) 
est le sous-mono'fde J(B)/~(B) = Pic(B) de J(B)/~(B). 
A priori l'ensemble de gauche est muni seulement d'une structure de 
mono'fde, mais Pic(B) 6tant lui-m~me un groupe, le quotient ,,r 
est aussi muni d'une structure naturelle de groupe. Ainsi, deux id6aux Ie t  
J de ,,r auront dans ie quotient par ~(A)  des images inverses l'une de 
l'autre si et seulement si I J=aB off a appartient :~ A\{o}. 
Retenons que tout 616ment de Pic(B) poss~de un repr6sentant, id6al de 
B inversible t unitaire, d~fini :~ un 61+ment de (K\{o})/U(A) pr6s. Ceci va" 
nous servir constamment pour l'6tude du groupe de Picard de B. 
L'injection natureile a --* aB de ,,r dand J (B )  d6finit par passage au 
quotient un homomorphisme: 
i: Pic(A ) = J (A )/~(A ) -, Pic(B) = J(B)/~(B). 
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Pour tout id6al maximal m de A, I 'homomorphisme naturel I~  IB,, de 
J(.B) dans J (B , , )  d6finit par passage au quotient: 
e,,: Pic(B) = ,,r --* Pic(B,,,) = J (Bm) /~(B  m) 
et par produit: 
e: P i c (B)~ 1-1 Pic(Bm). 
m 9 Max(A  ) 
2.3. PROPOSITION. La st/ile d'homomorphismes de grottpes: 
0--* P ic (A) -  i-* P i c (B) -  e ~ I-I Pic(B.,) 
m ~ Max(A  ) 
esl une strife exacte. 
D~monstration. Soit a un id6al de A tel que aB soit un id6al principal 
de B. Alors aB=f(X)B  o f i f (X )  appartient h B, mais en consid6rant les 
valeurs des polyn6mcs de B, en o par exemple, on voit que aA =f (o )A  et 
donc a est principal et i est injectif. 
Montrons que Ker(e) contient Im(i). Soit a dans J (A ) .  Pour tout id6al 
maximal m de A, am est un id6al inversible d'un anneau local, donc est 
principal, afort ior i  aB,, est principal. 
Montrons enfin que Ker(e) est inclus dans Im(i). Soit I un repr6sentant 
unitaire d'un 616ment de Pic(B) appartenant au noyau de e: lc~A = a r (o) 
et, pour tout id6al maximal nt de A, rid6al IB,, est principal. Des con- 
sid6rations de degr6 montrent que tout g6n6rateur de 1B,, est de degr6 o, 
donc appartient ~. aB,,; par suite les A-modules I et aB ayant leurs 
localis6s 6gaux sont ~gaux. 
Pour poursuivre il nous faut introduire deux hypotheses sur A. L'anneau 
A sera noeth6rien de fa~on h pouvoir utiliser: 
2.4. Rappel [2]. Pour toute partie multiplicative S de A, l'anneau 
S-~B est contenu dans l'anneau des polyn6mes :~ valeurs enti~res sur 
S-~A. Lorsque l'anneau A est noeth6rien, cette inclusion est une 6galit6. 
L'anneau A sera suppos6 en outre de dimension 1 de fa~on ~. ce que 
rimage de e soit contenue dans la somme directe des Pic(B,,) et non pas 
seulement dans leur produit, un ~16ment non nul de A ne pouvant alors 
fitre contenu que dans un nombre fini d'id6aux maximaux. 
2.5.-THEOR~ME. Lorsque l'anneau A est noethHien et de dimension 1, la 
suite de groupes: 
0--* P ic (A) -  i~  P ic (B) -  e---, • Pic(B,,,) --, 0 
m c Max(A)  
est exacte. 
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Dkmonstration. L'image de e est bien contenue dans la somme directe 
car un 616ment I de J , (B)  repr6sentant un 616ment de Pic(B) v6rifie 
IBm = B,, pour tout id6al maximal m ne contenant pas l'id6al In  A de A. 
La surjection r6sulte des lemmes ci-apr6s. 
2.6. LEMME. L'homomorphisme naturel de J . (B)  darts la somme 
1~) ,,t~Max ,4 J~( Bm) est un isomorphisme. 
Dbnonstration. L'injectivit6 est 6vidente, il s'agit de montrer la surjec- 
tivit6. La preuve suivante st tout h fait analogue :~ celle de ['10], mais elle 
est donn6e ici dans le cadre plus g6n6ral off A est seulement un anneau 
noeth6rien de dimension 1. 
Soit pun  id6al maximal de A et soit J un 616ment quelconque de J ,(Bp).  
Montrons que I= Jn  B appartient ~ J , (B)  et que son image a pour com- 
posantes J dans Bp et B., dans tout B,,, off m :~ p. 
Si J=Bp,  I=B et c'est 6vident. Sinon, J nAp  est pAp-primaire, 
J nA=lc~A=a est p-primaire; donc, pour tout m-Cp, IB,,=B,,, ;  par 
ailleurs, IBp = J. 
Montrons que Iest  de type fini. Soit G une partie finie de I engendrant 
l'id6al de type fini J de Bp et' soit I~ rid6al de type fini de B contenu dans 
I engendr6 par a et G. On a: l~Bp=JBp=IBp et, pour tout m:~p, 
I t B,,, ~ a B,,, = B,, = IBm ~ I~ B,,. Done I = I~ et Iest  de type fini. 
Si maintenant on choisit un 616ment (J(m))m dans l~)meMax.4.AIu(B,,), 
alors l'id6al I=  I-L, ( J (m)n  B), off il s'agit du produit sur les ut tels que 
J(m) :/: B,,,, est d'apr6s ce qui pr6c6de un id6al entier de B unitaire et de 
type fini d'image r616ment choisi (J(nt)),,,. 
2.7. LEMME. L'homomorphisme naturel de J~(B) darts la somme 
O) ,,, ~ ~ax a or B,,) est un isomorphisme. 
DOmonstration. Reprenons la preuve pr6c6dente n supposant l'id6al J 
inversible, alors I= Jn  B est aussi inversible. En effet, 1 6tant de type fini, 
il suffit de montrer qu'il est localement inversible (cf. [,9-1). Or, un id6al 
maximal M de B contenant Iest  n6cessairement au-dessus de l'id6al maxi- 
mal p de A; par suite, IB M = IBpBM = JBM est principal puisque localis6 de 
l'id6al inversible J. 
La surjectivit6 annonc6e dans le th6or6me2.5 s'obtient alors par 
passage aux quotients dans l'homomorphisme du lemme2.7 et grhce 
l'isomorphisme de la proposition 2.2. 
3. L'I~TUDE LOCALE 
La suite exacte dff th6or/~me 2.5 nous conduit fi consid6rer le cas local. 
Supposons donc maintenant A local d'id6al maximal m. On sait qu'alors: 
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3.1. Rappel [5]. Lorsque A est noeth6rien local de dimension 1, 
l'anneau B est 6gal fi A [X]  si et seulement si le corps r6siduel de A est de 
cardinal infini. 
Pour ~carter ce cas trivial, supposons donc Aim fini. 
3.2. H)TothOses tles paragraphes 3 et 4. L'anneau int~gre A est 
noeth6rien, local, d'id6al maximal m, de dimension 1 et de corps r6siduel 
A/m fini. 
3.3. Notations. Soit W(A,J(A)) le mollo'l'de des fonctions uniform6- 
ment continues de A, muni de la topologie m-adique, dans J (A) ,  muni de 
la topologie discrSte. 
Ces fonctions sont localement constantes et ne prennent qu'un nombre 
fini de valeurs. En effet, le compldt6 A* de A pour la topologie nt-adique 
est un espace compact otalement discontinu, puisqu'isomorphe ",). la limite 
projective des quotients finis discrets A/m". Toute application f de 
c6'(A, ..,r se prolonge par continuit6 en une application d6finie dans A* 
et celle-ci n'a qu'un nombre fini de valeurs. L'anneau ~(A, J (A ) )  s'identifie 
ainsi ~ l'anneau c6'(A*, d(A))  des fonctions localement constantes de A* 
dans J (A) .  
A tout iddal unitaire I de B, on associe rapplication I(-) de A darts J , (A) 
d~finie par I(a) = {f(a) l f (X)  ~ I}. 
3.4. PROPOSITION. L'application Wo: I--* I(.) est tm homomorphisme d
monoTdes de d,(B) darts rC(A, Ju(A)). 
D~monstration. Si I J=L,  alors, pour tout 616ment a de A, 
l(a) J(a)= L(a). I1 s'agit donc de montrer que i'application I(-) est unifor- 
m6ment continue. Or: 
3.5. Rappel I-5]. Lorsque l'anneau A est noeth6rien, les 616ments de B 
sont des fonctions uniform6ment continues du compl6t6 A* dans lui-m~me. 
Soit (fl(X) ..... fk(X)) un syst~me de g6n6rateurs de l'id6al L Pour tout 
~16ment a de A, l(a) est engendr6 par f l (a  )..... f~(a). Soit a = In  A. Puisque 
a a pour radical m, il existe un entier s tel que m ~ soit contenu dans a. 
D'apr~s le rappel 3.5, il existe un entier n tel que lesfi(a ) - f~(b)  appartien- 
nent ~ m " ,donc :~ a, d6s que a -b  appartient ~ m"; par suite, les id6aux 
entiers l(a) et l(b) diff6rent au plus de a, mais, comme ils contiennent a, ils 
sont 6gaux. 
3.6. Remarque. On pourrait aussi consid6rer l'application associ6e k. I 
qui ~t ct dans A* fait correspondre l'id6al I(ct) de A* engendr~ par les 
valeurs de 7 en ct. I1 s'agit du prolongement par continuit6 de l'application 
I(-) off le mono'/de ..r est consid6r6 comme sous-mono'fde  or par 
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rinjection qui a a associe a*. D'ofl la possibilit6 de consid6rer un 
homomorphisme d mono'fdes: 
w*: or ~ ~(A*, J(A*)). 
La question de rinjectivit6 de rapplication Wo correspond :~ un probl~me 
d6j~ pos~ par McQuillan: 
3.7. DEFINITION [11]. On dit que ranneau B poss~de la propriktO de 
Hilbert forte si deux id6aux Ie t  J de B de type fini.et unitaires qui ont les 
mSmes id6aux de valeurs sont n6cessairement 6gaux. 
Ceei revient ~ dire que, pour tout id6al I de B de type fini et unitaire, un 
polynSmef(X) de B appartient ~. I si et seulement s i f (a)  appartient 5.l(a) 
quel que soit l'616ment a de A. 
Dire que l'homomorphisme Wo de la proposition 3.4 est injectif signifie 
que ranneau B poss6de la propri6t6 de Hilbert forte. 
Par passage aux quotients cet homomorphisme conduit ~.: 
3.8. PROPOSITION. II existe un homomorphisme naturel de mono?des w tie 
J(B)/t~(B) darts CC(A, J (A ))/~(A ). 
En effet, lorsque les 616ments Ie t  J de J,(B) sOnt 6quivalents modulo 
~(A) c'est "b. dire lorsqu'il existe c~ darts K\{o} tel que l=otJ, alors 
I(a) = ~J(a) pour tout 616ment a de A. On peut dire que les applications 
1(.) et J( .)  sont ~quivalentes modulo le sous-groupe des applications con- 
stantes de A dans ~(A) que ron notera encore t~(A). L'homomorphisme 
de la proposition 3.4 induit done un homomorphisme d J ,(B)/~(A) dans 
~(A, J(A))/~(A), d'ofi l'homomorphisme d la proposition compte tenu 
de risomorphisme de ia proposition 2.1. 
3.9. Remarque. L'homomorphisme w est injectif lorsque ranneau B 
poss~de ia propri6t6 de Hilbert forte. Soient en effet Ie t  J deux 616ments 
de or tels que I ( - )=cd( . )  off ~ est un 616ment de K\{o}. Soient e et d 
darts A\{o} tels que ~=d/e. Les id6aux cIet dJ appartiennent ~. or et 
v6rifient (cl)(a)= (dJ)(a) pour tout ~l~ment a de A, ils sont done 6gaux 
compte tenu de la propri6t~ de Hilbert forte. Autrement dit Ie t  J sont 
6quivalents modulo :~(A). 
En se limitant aux idSaux I de B qui sont inversibles, on obtient des 
fonctions I(-) qui sont en fait fi valeurs dans ~(A) ou m~me ~,(A) ep 
d~signant ainsi" le sous-monoide de t~(A) form~ des idSaux principaux 
entiers. Mieux encore: 
3.10. PROPOSITIO~",I. L'application Vo: I~ I ( . )  est un homomorphisme 
flzjectif du monoTde ,,r darts le monoTde ~(A, ~,(A )). 
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D~monstration. Soit I dans J ,(B). Soit J dans ,,r tel que I J=B. II 
existe donc f t (X)  ..... f ,(X) dans Ie t  gi(X),..., g,(X) dans J tels que 
f~ g~ + ... +f~g,= 1. Ainsi, pour tout 616ment a de A non p61e de l'une des 
fractions g~(X), ..., g,(X), on a:f~(a) g~(a)+ ... +f,(a) g,(a)= I; par suite 
I(a) J(a)= A et rid6al l(a) de A est inversible. 
Si a est un p61e de run des g~, comme ceux-ci sont en nombre fini, il 
existe b non p61e assez proche de a pour que l(b)= I(a) puisque selon la 
proposition 3.4 l'application I(.) est localement constante. Ainsi, l'id6al l(a) 
est encore inversible t par suite principal p uisque A est local. 
Un id6al inversible 6tant divisoriel, c'est ~ dire intersection d'id6aux 
fractionnaires principaux, l'injectivit6 se d6duit du r6sultat suivant: 
3.11 Rappel [7]. (L'anneau A n'est pas n6cessairement local). Soit I un 
id6al de B unitaire et divisoriel. S i f (X)  est un polyn6me de B tel quef (a )  
appartienne ~ l(a) pour tout 616ment a de A, a lorsf(X) appartient 5. L 
En effet, soit r(X) dans K(X) tel que r(X)B contienne L Soient u(X) et 
v(X) &rangers dans K[X] tels que r(X) = u(X)/v(X). Alors v(X)I est inclus 
dans u(X)B; comme I contient des constantes, n6cessairement u(X) est de 
degr6 o. Ainsi, tout id6al principal fractionnaire contcnant Iest  de la forme 
B/v(X) off v(X) appartient fi K[X] et v(X.)l est inclus dans B. Par suite, 
quel que soit a dans A, v(a)f(a) appartient h v(a)l(a) lui-m~me inclus 
dans A. Donc f (X)  appartient :~ B/v(X) et finalement ~ rintersection de 
B/v(X), 6gale ~t I par hypoth6se. 
Par passage aux quotients: 
3.12. TH~OR~ME. Lorsque l'anneau A est noeth6rien, tie dimension 1, 
local et de corps r~siduel fini, il existe un homomorphisme injectif naturel de 
groupes: 
v: Pic(B) ~ ~(A, g~(A))/~(A). 
Ddmonstration. En identifiant ~(A) au sous-groupe de ~(A,t~(A)) 
form6 des fonctions constantes, rhomomorphisme de la proposition 3.10 
induit un homomorphisme de /~(B) dans ~(A, ~(A))/~(A). Par ailleurs, 
si deux id6aux Ie t  J de / , (B )  ont m~me image dans le quotient, il existe 
deux 616ments c et d de A\{o} teis que cI et dJ aient m~me image dans 
~(A, ~(A)). D'apr6s la proposition pr6c6dente l et dJ sont 6gaux, autre- 
ment dit Ie t  J sont 6quivalents modulo ~(A). Le th6or6me r6sulte alors de 
l'isomorphisme de la proposition 2.2. 
3.13. Remarque. Cet homomorphisme naturel de groupes v consiste .4 
choisir pour tout 616ment de Pic(B) un repr6sentant I unitaire, puis :~ lui 
associer la classe de la fonction I( .)  correspondante. 
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On peut mame choisir un repr6sentant ~o de l'image dans ~(A, ,~(A)) tel 
que ~0(o)=A. Comme ~qo(A,N(A))={q~e~(A,N(A)) lq~(o)=A} est un
sous-groupe de ~(A,N(A) )  isomorphe au quotient ~(A,N(A)) /N(A) ,  ii
existe un homomorphisme injectif naturel de groupes de Pic(B) dans 
~o(A, ~(A )). 
3.14. COROLLAIRE. Lorsque le groupe ~(A)  = (K\{o})/U(A) ties id6aux 
prbzcipaux de A est sans torsion, le groupe abOlien Pic(B) est hti attssi sans 
torsion. 
Ddmonstration. Utilisons l'isomorphisme de la proposition 2.2 et sup- 
posons qu'il existe J dans J ,(B) et n dans N\{o} tels que J" soit principal. 
L'id6al principal J" &ant unitaire est engendr6 par un 616ment b de A. Soit 
q~=Vo(J) dans ~(A, ~(A)).  Alors la fonction ~p" est constante puisque 
~0"(a) = bA quel que soit a dans A. Si ~'(A) est sans torsion, ~o"(a)= q~"(o) 
quel que soit a implique q~(a) = ~p(o), q3 est constante t, d'apr6s l'injectivit6 
de Vo, Jes t  principal engendr6 par un g6n6rateur de ~p(o). 
Se pose maintenant ia question de la surjectivit6 de l'homomorphisme v. 
Mais avant de l'aborder, consid6rons, toujours ous les hypoth6ses 3.2, une 
propri6t6 relative au spectre de B qui a priori parait sans rapport avec cette 
question. 
3.15. PROPOSmON. L'application: 
z: a --, m, /mB = {f(X) e B] f (a)  e m}/mB 
est une application conthnte et surjective du compldt~ A* sur S= 
Spec(B/ntB) muni de la topologie de Zariski. 
Dbnonstration. Notons d'abord qu'un id6al m, est un id6al maximal de 
B de corps r6siduel isomorphe ~. A/m et que l'application z est surjective 
car tout id6al premier de B contenant nt est de la forme m, off a appartient 
fi A* d'apr6s 15]. L'anneau B/mB est donc en particulier un anneau 
de dimension o. Notons que l'anneau r6duit associ6 est le quotient 
B/{f (X)  ~ B If(B) = m }. 
Montrons que zest continue. Soit Fun  ferm6 de S: F= {nt,/mBI c  m,} 
off Ies t  un id6al de B contenant nt. Puisque F= {mJmBl l (a )=m*},  
z-~(F) = {a e A* [ l(a) = m* } = 0f~x)~, {a e A* If(a) e m* }. L'application 
f &ant une aplJlication continue de A* dans A* (rappel3.5), {a~A*[ 
f (a )em*} est un ferm6 de A* et z - l (F )  aussi. 
Notons aussi que, puisque zest continue et que A* et S sont s6par6s, 
l'image d'un compact est un compact et done l'image d'un ferm6 est un 
ferm6. Par suite, z est une application propre. 
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4. L'ISOMORPtlISME LOCAL 
Nous allons caract6riser la surjectivit6 de rhomomorphisme vet  nous 
verrons qu'elle correspond pour l'essentiel ,h. l'injectivit6 de I'application z. 
Plus pr6cis6ment, nous ailons montrer: 
4.1. TIt~ORI~ME. Supposons toujours l'anneau A noeth~rien, de dimension 
1, local et de corps rksiduel fini. Les assertions ztivantes ont kquivalentes: 
(i) A* est int~gre. 
(ii) z: A*--* Spec(B/mB) est un hom~omorphisme. 
(ii) v: Pic(B) ~ C~(A, ~(A) ) /~(A)  cst un isomorphisme de groupes. 
Commen9ons par caract6riser l'injectivit6 de z. 
4.2. PROPOSITION. L'application z: ct ---, nt:, est zm homdomorphisme de A* 
sur Spec(B/m B) si et seulement si les conditions kquit, alentes uivantes ont 
rdalis~es: 
(i) L'application zest  hljective. 
(ii) Le compldtO A* est hztOgre. 
i 
(iii) L'amzeau B est dense darts I'anneau CC(A*,A*) des fonctions 
conthzues de A* darts A* muni de la topologie de la convergence zzniforme. 
L'6quivalence essentielle de (ii) et (iii) est prouv6e dans [3]. 
L'6quivalence avec (i) en d~coule (cf. aussi [8]). L'6quivalence avec 
i'hom6omorphisme r6sulte de la proposition 3.15. 
Le th6or6me 4.1 revient alors ~ la caract6risation suivante de la surjec- 
tivit6 de v: 
4.3. PROPOSITION. L'homomorphisme: 
v: Pic(B) -~ ~(A, @(A))/@(A) 
est un isomorphisme si et seulement si les conditions kquivalentes suivantes 
sont r~alis6es: 
(i) L'application vest surjective. 
(ii) L'application Vo est surjective. 
(iii) L'anneau Best  dense darts ~(A*, A*). 
(iv) L'application Wo est surjective. 
(v) L'application w: , . r  est un iso- 
morphisme.de mono~des. 
Nous allons proc6der par 6tapes dans une d6monstration circulaire. 
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4.4. LEMME. Si l' application v: Pic(B) --* e6'(A, ~( A ) )/~( A ) est surjective, 
alors l'applic.ation vo: ,,r ~(A, ~,(A)) aussi. 
En effet, soit r un 616ment de c6'(A, ~,(A)). Par hypoth~se, il existe J 
dans J,,(B) et r dans K\{o} tels que Vo(J)= cup. L'id6al J]ct appartient .h 
,Z,(B) puisque, pour tout a darts A, J(a)/cl=r est inclus dans A; et 
Vo( J /~ ) = ~p. 
4.5. LEMME. Si l'application Vo est surjective, alors, quels que soient les 
entiers naturels h et n, il existe un polyn6me f (X)  appartenant h B qui 
approche h m*" pros la fonction caract&istique de rouvert fermk m*h de A *. 
D&nonstration. Soient het  n deux entiers naturels. Soit t dans m"\{o}. 
Supposons Vo surjective. I! existe I darts ,,r tel que I(a)= tA pour tout 
a darts m het I(a)= A pour tout a darts A\m h. 
L'id6al I est de type fini: l=(g , (X)  ..... gk(X)) et unitaire: 
InA=car Soit ~ dans m *h. Pour a dans A assez proche de r 
g~(ct)-g~(a) appartient fi ca* ( i= I  ..... k), donc l(ct)A*=l(a)A* et par 
suite I(cOA* = tA* 
Soit /3 dans A*\m *h. Alors I(/3)A*= A*, sinon gj(/3) appartiendrait 
m*, pour i=  1 ..... k, et ii existerait un voisinage ouvert U de /3 dans A* 
contenu dans A*\m *h tel que g~(6) appartienne ~ m*, pour i=  1 ..... k et 6 
dans U. Pour a dans UnA,  l(a) serait indus dans m*c~A=m en 
contradiction avec l'hypoth~se l(a)= A. 
Ainsi, pour tout/3 dans A*\m *h, il existe ga(X) dans I tel que v=g~(/3) 
n'appartienne pas fi m*. Soit u darts A tel que v -u  appartienne ~ tA*. 
Alors le polyn6me fp(X)= u-lgo(X) appartient encore fi I e t  fo(/3)= u-Iv 
appartient ~t 1 + tA*. II existe par suite Ua voisinage ouvert de/3 contenu 
dans A*\m *h tel queft~(6) appartienne h 1 + tA* pour tout 6 dans Up. On 
obtient ainsi un recouvrement ouvert du compact A*\m *h, dont il existe 
un sous-recouvrement fi i; d'o6 Ut ..... U,;f~(X) ..... f ,(X) tels que lesf~(.Y) 
appartiennent fi let ,  pour tout/3 dans U~,f~(/3) appartienne ft. 1 + tA*. Par 
ailleurs, f,(~,) appartient ~tA* pour tout cr dans m *h comme on l'a vu plus 
haut. 
Consid6rons alors f (X )= ( l - f j (X ) ) ( l - f2 (X) ) . . . ( l - f , (X ) ) .  Le 
polyn6me f (X)  appartient fi B; pour tout ~ dans m *h, f (~) appartient 
1 + tA* et, pour tout /3 dans A*\m *h, f(/3) appartient fi tA*. Ainsi, f(.Y) 
approche f im*" pr6s la fonction caract6ristique de l'ouvert-ferm6 m*h. 
Par translation, quel que soit cr dans A*, il existe un polyn6me de B 
approchant 5 nt*" pros la fonction caract&istique de ~ + m *h. Par suite: 
4.6. LEMME. Si l'application Vo est surjective, alors l'anneau B est dense 
dans l'anneau ~7(A*, A*) des fonctions contimses de A* dans A*. 
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D~monstration. Soit r dans ~(A*,  A*) et soit nun  entier naturel. La 
fonction ~p 6tant unform6ment continue, cp(~)-r appartient h m*" d~s 
que ~- f l  appart ient h une certaine puissance m *~. Soient a~ ..... a, un 
syst6me de repr6sentants de A modulo nt ~. Soient g l (X)  ..... g,(X)  des 
polyn6mes de B approchant  fi m*" pr6s les fonctions caract6ristiques des 
ouverts-ferm6s a~+m *h selon le lemme pr6c6dent. Alors le polyn6me 
g(X)=b~g~(X)+ .. .  +b~g~(X) de B off b~=gi(ai)  approche tp ~t m *~ 
pr6s. En effet, soit ct dans A* et soit aj tel que c t -a j  appartienne f im *~, 
alors g(ct) = b~ g~(~) + ... + b, g,(ct) - b j -  tp[aj) -= q~(~) (mod m*"). 
4.7. LEMME. Si B est dense darts ~(A*,  A*), alors l'homomorphisme 
Wo: .,r --* ~(A,  J~(A)) est surjectif 
Ddmonstration. Soit (pun 618ment de ~(A, J , (A)) .  Puisque ~p est unifor- 
m6ment continue et ne prend qu'un nombre fini de valeurs, il existe h tel 
que :~ la fois r cp(b) d~s que a -b  appartient :~ m het m h soit contenu 
dans tous les ~0(a) lorsque a d6crit A. 
Soient a~ ..... a, un syst~me de repr6sentants de A modulo m h. Puisque B 
est dense dans (6'(A*, A*), il existe des polynbmes f,.(X) de B approchant  
f im h pr6s la fonction caract6ristique de a~+m h. Pour i=1  ..... s soit 
(b~.~ ..... b~.rti)) un syst6me de g6n6rateurs de rid6al ~o(ai) de A. Pour 
j=  1 ..... r = sup r~, soit gj (X)  = ~ b~jf,.(X). Enfin, soit I rid~al engendr6 
par g~(X) ..... g , (X)  et m h. 
Consid6rons un ~l~ment quelconque a de A et soit ak tel que a-a  k 
appart ienne/ l  m h. On a: 
et 
gq(a) = ~]bidf i (a)  = bk, j (mod m h) 
i 
I(a) = (gl(a) ..... g~(a), m k) 
= (bk.l .... , bk.r~k~) + m h = q~(ak) + m h = r = ~p(a). 
Ainsi, wo(1) = r 
4.8. LE.~IME. Si w o est surjectif alors w: ,~(B) /~(B)  ~ ~(A,  J (A ) ) /~(A)  
aussi. 
Cela r6sulte de ce que tout 616ment de eG(A,.,C(A))/~(A) poss6de un 
repr6sent q~ dans (-6'(A, ~(A) )  puisque les fonctions consid6r6es ne pfennent 
qu'un nombre fini de valeurs. La surjection de iv d6coule alors de celle de 
w oet  de l ' isomorphisme de la proposit ion 2.1. 
4.9. LEMME. Si w o est surjectif, alors v aussi. 
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D~monstration. Soit q~ un repr6sentant dans ~(A, ~(A) )  d'un 616ment 
de ~(A, ~(A))/~(A). Soit b un g6n6rateur de l'id6al de A produit des dif- 
f6rentes valeurs de q~. Soit ff dans c6'(A, ~(A) )  d6fini par tp(a)tp(a)=bA 
pour tout a dans A. L'application Wo 6tant suppos6e surjective, il existe I
et J dans J~(B) tels que wo(l) = q~ et Wo(J ) = ~. Alors wo(IJ ) = tr c'est 
dire I(a)J(a)= bA pour tout a dans A. Ainsi, l'id6al de type fini L = I Jib 
de B v6rifie L(a)=A pour tout a dans A. Le rappel 4.10 ci-dessous permet 
d'en d6duire que Lest  6gal ~ B, donc que Iest  inversible t tp = oo(l). 
4.10. Rappel I-7]. L'anneau noeth6rien A 6tant'de dimension 1 et 
corps r6siduels finis, l'anneau B poss6de la propri6t6 de Hilbert c'est ~ dire: 
tout id6al de B de type fini tel que L(a)= A pour tout a dans A est 6gal 
5. B. 
Cela r6sulte essentiellement de la proposition 3.15. 
D~monstration de la proposition 4.3. (i) --* (ii): lemme 4.4; (ii) --. (iii): 
lemme 4.6; (iii) ~ (iv): lemme 4.7; (iv)--* (i): lemme 4.9; (iv) ~ (v): car 
(iv) ~ w surjectif: lemme 4.8, et, (iv) ~ (i) ~ (iii), CoO w injectif grace au 
rappel ci-dessous. 
4.11. Rappel 1"7]. Lorsque B est dense dans ~(A*,A*), l'anneau B 
poss6de la propri6t6 de Hilbert forte. 
4.12. EXEMPLE. Lorsque A est un anneau de valuation diser6te de corps 
r6siduel fini, ranneau Best  de Priifer I-4], tout id6al de type fini est inver- 
sible, l'anneau A* est int6gre, ~(A) est isomorphe ~ Z et donc Pic(B) est 
isomorphe fi Cd(A, Z)/Z. 
4.13. Remarque. On pourrait vouloir consid~rer tousles id6aux de B, 
non n6cessairement de type fini. En effet, h tout id6al unitaire I de B on 
peut encore associer application I(.) de A dans dr(A). 
Mais cette application 'est plus continue n g6n6ral. En effet, dans le cas 
off A* est int6gre, les id6aux maximaux nt, sont distincts lorsque ct d6crit 
A* et par suite rapplication ma(') associ6e :~ m,, lorsque a appartient ~ A 
ne peut &re continue, puisque quel que soit b bans A distinct de a, aussi 
proche de a soit-il, on a ma(b)= A alors que m,~(a)= m. 
D'autre part, rapplication I--,I(.) n'est pas n6cessairement injective, 
m~me lorsque ranneau B poss~de la propri6t6 de Hilbert forte, comme le 
montre l'exemple de deux id6aux unitaires m, et nip off ct et fl sont dans 
A*\A, puisque l i l , (a)= A = rap(a) quel que soit a dans A. 
Par contre, on peut imaginer le prolongement--non par continuit6---de 
rapplication I(.) en une application I(*) d6finie sur A* et ~ valeurs dans 
..r On peut mo'ntrer alors que rapplication I~  I(*) est injective si et 
seulement si B poss~de la propri6t~ de Hilbert forte. 
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5. GLOBALISATION 
Reprenons les 6nonc6s pr6c6dents d'un point de vue global. Ainsi, 
d6sormais: 
5.1. HYPOTHESES. L'anneau A est hztkgre, noeth6rien, de dimension 1, h 
corps r~siduels finis. 
L'application I(.) associ6e :~ un id6al de type fini et unitaire I de Best  
encore une application de A dans J (A).  I1 nous faut pr6ciser en quel sens 
elle est uniform6ment continue. 
L'anneau A est muni de la topologie d'anneau pour laquelle les id6aux 
entiers non nuls constituent une base de voisinages de o. Le compl6t6 A* 
de A est alors isomorphe ~ la limite projective des anneaux finis discrets 
A/a off a d6crit rensemble des id6aux non nuls de A; il est aussi isomorphe 
au produit des compl6t6s A* de A pour la topologie m-adique off m d6crit 
l'ensemble des id6aux maximaux de A. C'est encore un anneau compact. 
5.2. Notations. On d~signe par ~(A, J (A ) )  ranneau des fonctions 
uniform~ment continues de A dans J (A )  off A est muni de la topologie 
pr6c6dente et J (A )  de la topologie discr6te. 
Ces fonctions sont localement constantes'et ne prennent qu'un nombre 
fini de valeurs. 
5.3. PROPOSITION. L'application Wo: I~  I(.) est un homomorphisme d
monoTdes de J~(B) darts C~(A, J~(A)). 
La d6monstration est analogue fi celle de la proposition 3.4 compte tenu 
de ce que: 
5.4. PROPOSITION. L'anneau A (tant noethOrien et de dimension 1, tout 
polyn6me f (X)  appartenant ~Best une application tmifornz~ment contflnte de 
A dans A. 
D6monstration. Soit a un id6al non nul de A. Soit nh . . .mk= 
nhc~ ... c~mk le radica lde a et soit s un entier tel que a contienne 
(m~.--nlk) ". D'apr6s le rappel3.5, il existe un entier n tel que, pour 
j= l  ..... k, f (a ) - f (b )  appartienne ft. nt~ d6s que a-b  appartient 5. roT. 
Ainsi, f (a ) - f (b )  appartient ~. a d6s que a-b  appartient fi a". 
Compte tenu de la d6finition 3.7, rhomomorphisme w o est injectif si et 
seulement si B poss6de ia propri~t~ de Hilbert forte. Par passage aux 
quotients, Wo conduit fi: 
5.5. PROPOSITION. H existe un homomorphisme, naturel de monoTdes 
w: ~(B) /~(B)  -, ~(A, ~r ))/~(A ). 
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La preuve est identique ,h celle de la proposition 3.8 et, selon la remar- 
que 3.9, lors.que B poss6de ia propri6t6 de Hilbert forte, l'homomorphisme 
west injectif. 
Par restriction aux id6aux inversibles, w o conduit 5.: 
5.6. PROPOSITION. L'application Vo: I~ I ( . )  est un homomorphisme 
injectif du monoTde ,f~(B) dans le monoTde ~(A, aC~(A )). 
La preuve est identique ,h. celle de la proposition 3.10 h ceci pr6s qu'un 
id6al inversible de A n'est plus toujours un id6al" principal, ranneau A 
n'6tant plus local. 
Par passage aux quotients, on obtient l'analogue du th6or6me 3.12: 
5.7. TIIEOR~ME. Lorsque I'anneau A est noeth~rien, de dimension 1 et 
corps r~siduels finis, il existe un homomorphisme htjectif naturel de groupes: 
v: Pic(B) --+ ~q(A, ,r 
5.8. COROLLAIRE. Supposons le groupe at(A) sans torsion. Pour que le 
groupe Pie(B) soit sans torsion il faut et il suffit que Pie(A) soit sans torsion. 
D~monstration. Soient J dans ,,r et n dans N\{o} tels que J" soit 
principal. L'id6al principal J" 6tant unitaire est engendr6 par un ~16ment b
de A. En particulier, quel que soit a dans A, J(a)"=bA et donc 
(J(a)/J(o))"=A. Le groupe J (A )  6tant sans torsion, J (a)=J(o) quel que 
soit a dans A. Par suite, la fonction r est eonstante; eomme 
rapplication Vo est injeetive, l'id6ai J CO'l'ncide avec rid6al J(o)B. 
Comme J (o)"= bA, si de plus Pie(A) est sans torsion, J(o) est principal 
et par suite J aussi. 
Inversement, si Pie(B) est sans torsion, Pic(A) qui s'y injecte est aussi 
sans torsion. 
Le eompl6t6 A* 6tant isomorphe au produit des compl6t6s A* ia 
globalisation des propositions 3.15 et 4.2 relatives au spectre de B s'6crit: 
5.9. PROPOSITION. l l  existe une application surjective, conthme t propre 
z: A* --* I-Ira Spec(B/mB). Cette application zest  un hom~ontorphisme si t 
seulement si les complOtOs A* sont intOgres. 
5.10. Remarque. La surjectivit6 de v par contre n'a pas lieu en g6n6ral 
lorsque A n'est'pas local. En effet, une fonction tp de la forme I(.) est 
automatiquement uniform6ment continue localement, au sens suivant: pour 
tout id6al maximal m de A, rapplication q~,, obtenue n composant q~ avec 
la localisation en l~'t est une application uniform~ment continue pour la 
topologie m-adique de A dans J (A, , ) .  
451/150/I-16 
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Or, par exemple la fonction r de Z dans ~(Z)  d6finie par ~o(2k) = 2Z et 
tp(2~'+ 1)=3Z est uniform6ment continue puisque tp(a)=q~(b) d~s que 
a-b  appartient ~ 2Z; par contre ~otj ) de Z dans ~(Z(3)) v6rifiant 
~0~3)(2k) = Z(3) et tp(3)(2k + 1)= 3Zt3) n'est pas continue puisque 
~(~(Z(s)) = 2Z n'est pas un ouvert pour la topologie 3-adique. Ainsi, tp ne 
peut &re de ia forme I(-). 
5.11. Notation. Soit c6'#(A,J(A)) le sous-mono'ide de ~(A, J (A ) )  
form6 des fonctions iocalement uniform6ment continues c'est ~ dire des 
fonctions tp ne prenant qu'un nombre fini de valeurs et telles que, quel soit 
l'id6al maximal m de A, l'application tp,,, de A dans J(A,,,), d6finie par 
~o,,(a) = ~o(a),,, pour tout a dans A, soit uniform6ment continue lorsque A 
est muni de la topologie m-adique. 
5.12. LEMME. I1 e.x'iste une bijection naturelle entre les monoYdes 
~#(A,  J~(A)) et 0 , .  c6'( A ..... r 
D~monstration. Soit ~p dans ~C#(A, .~,,(A)). Par d~finition, on peut, pour 
tout id6al maximal nt de A, lui associer une application q~,,, de A dans 
.if(A.,); celle-ci, 6rant uniform6ment continue pour ia topologie m-adique, 
peut ~tre prolong6e par continuit6 au compl6t6 A.*, doric en particulier h 
A.,. L'application ~ ne prenant qu'un nombre fini de valeurs, pour presque 
tout id6al maximal m, rapplication cp., est constante t 6gale .5 A,,,. 
Inversement, soit, pour un nombre fini de m, des fonctions ~., dans 
Cg(A.,, J.(A,,,)). Associons ieur la fonction ~p de A dans or d6finie par 
~0(a) = I-I,,, (~k.,(a) c~ A). Cette application est uniform6ment continue puis- 
que q~(a)= ~o(b) d6s que a-b  appartient fi des puissances uffisantes des 
id6aux m consid6r6s. De plus, quel que soit a dans A, r ~b.(a) si u 
fait partie de rensemble fini des nt, tandis que ~p.(a)= A,, sinon. En effet, 
~p,,,(a) n A est un id6al nt-primaire de A, done 0P,,(a)c~ A),, = A, s in  4: m, 
alors que (~, , (a )c~A) , ,=~(a) .  Donc q~ appartient 5 ~#(A, J , , (A))  eta  
pour image la famille des ~,,,,. 
5.13. PROPOSITION. La suite naturelle d'homomorphismes: 
0 --* Pic A - i  - '  ~ ~' (..t, J (A  ))/~(A ) -- p ---, G ~(A .... ~(A,,,))/~(A,,I) -* 0 
I I ,  
est une suite exacte tie groupes. 
DOmbnstration. La restriction .h cCO(A,~,(A)) de la bijection de 
# (A, J .(A )) sur ~),,, ~(A,., J . (A.,  )) fournit une bijection de ~ # (A, J . (A )) 
sur O.,~(A,. ,t~.(Am)).  D'ofi une application de ~,#(A, J . (A) )  sur 
• . ,  ~q(A,..~(A.,))/@(A.,) et la surjectivit6 de p. L'injeetion j de Pie(A) = 
.,r clans ~qO(A, J (A)) /~(A) est 6vidente et la nullit6 de la 
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compos6e pj  est imm6diate. Enfin, si q~ est dans le noyau de p, pour tout 
m, q~,, est constante; ainsi q~ est constante t appartient ~ rimage de j. 
La question est donc ceile de ia surjectivit6 de i'application: 
v ~' : Pic(B) --) <C ~ (A, J (A  ) ) /~(A ) 
d6duite de v par restriction de l'ensemble d'arriv6e. 
5.14. PROPOSITION. L'homomorphisme: 
v# : Pic(B) --+ ~ ~' (A, J (A  ))/~(A ) 
est surjectif si et seulement si, pour tout ideal maximal nl de A, il en est ahtsi 
ties homomorphismes: 
v,,, : P i c (B , , )  --. ~6'(A, ~(A , , , ) ) /~(A , , , ) .  
Cela r6sulte du diagramme commutatif suivant off toutes les suites 
d'homomorphismes de groupes ont exactes (cf. propositions 2.3 et 5.13): 
0--*Pic(A) , Pic(B) , O Pic(B,,) --,0 
0--, Pic(A) , ~(A ,  J (A ) ) /~(A)  , (~) ~(A  .... ~(A . , ) ) /~(A , . ) . - .  0 
m 
5.15. TIII~OR~ME. L'anneau A ~tant noethkrien, de dimension Ie t  h corps 
r~siduels finis, le groupe Pic(B) est isomorphe au groupe ~# (A, ar ) ) /~(A ) 
si et seulement si, pour tout idkal maximal nt de A, le compl~t~ A,* de A pour 
la topologie m-adique cst hztkgre. 
Enfin, de fagon analogue aux 6quivalences de la proposition 4.3: 
5.16. PROPOSITION. L'homomorphisme v * : Pic(B) --* ~* (A, J(A ))/~(A ) 
est un isomorphisme si et seulement les conditions ~quivalentes suivantes ont 
rkalisdes: 
(i) 
( i i)  
( i i i )  
(iv) 
(v) 
L'application o ~' est surjective. 
L'app'lication v~ : J , (B )  ~ ~#(A,  J , (A ) )  est surjective. 
Pour tout i&'al maximal nl de A, A,* est int~gre. 
L'application z: A * ~ I-I,,, Spec(B/mB)  est hljective. 
L'application w~ : Ju(B) --* ~ # (A, ..r )) est surjective. 
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(vi) L'application w#: J (B ) / ,~(B)~#(A, J (A ) ) /~(A)  est un 
isomqrphisme tie mono~des. 
D~monstration. La surjection de v # implique i ' isomorphisme en vertu 
du th6or6me 5.7; (i)--* (it) scion la mc3me preuve que celle du iemme 4.4; 
( i i )~( i )  est imm6diat; ( i )~( i i i )  r6sulte de la proposi t ion5.14 et du 
th6or6me local 4.1; ( i i i )~  (iv) r6sulte de ia proposit ion 5.9; ( i ) , - , (v )  
r6sulte du cas local de ia proposit ion 4.3 et des bijections des lemmes 2.6 et 
5.12; (v )~ w # surjectif: scion la mC:me preuve que celle du lemme 4.8; w # 
surjectif--* (v): scion la m~me preuve que cell'e du lemme 4.4; enfin, w # sur- 
jectif--,  (vi): il s'agit de montrer  que w '~ est aussi injcctif. Or, (iii) implique 
A,,,), donc que, pour  tout id6al maximal nt de A, B soit dense dans ~(A,,*, * 
B,,, poss6de la propri6t6 de Hi lbert forte (rappel 4.1 1 ) et par  suite B aussi, 
donc w '~ est injectif. 
5.17. EXEMPLE. Tout anneau d'entiers de corps de nombres satisfait 
bien stir aux hypoth6ses du th6or6me 5.15, mats aussi par excmple l 'anneau 
non int6gralement clos Z + Z x /~ ofl d est un cntier sans facteurs carr6s 
non congru ~ 1 modulo 8 (cf. I-8"1). 
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